
ALGORITMO OSSERVAZIONI INDIRETTE 

 

 

I l  pres ent e s cr i t to tra tta di  un algor i tmo appl i cabi le in  molt i  cas i  at t inenti  l ’ ingegneria :  i l  

metodo del l e  “osservazioni indi re t te”  [nota  (*)].  

 

PROBLEMA:  Determinazione di parametri incognit i  costanti (X1, X2,  … Xm), 

legati  a  quanti tà misurabil i  (P1, P2, … Pn),  che variano congruentemente,  da una 

relazione “f” soddisfatta al  variare dei  gruppi di misure . Impostando correttamente 

l ’ ipotesi è  possibile stabil i re l ’esistenza della EQUAZIONE GENERATRICE: 

f (X1,m; P1,n) = 0 

 

ESEMPIO: Avendo d i segnato una re t ta su un piano car te s iano (x;y) ,  è  possibi le  sc r i vere  in 

forma generi ca la sua equazione:  y = mx + c,  ovvero y – mx + c = 0, laddove i  va lori  numeric i  

che det erminano la ret ta sono i  parametri  in cogn it i  “m” e  “c”.  

Procedendo empir icamente a misure di  coppie  di  coordinate x;y ( l e  qual i ,  in analogia con i l  

probl ema general e ,  rappresentano l e quant i tà misurabi l i  che  variano congruentemente a una logi ca 

che,  nel l ’ e sempio,  è quel la del l ’ equazione  del la re t ta) è possibi le  impostare un sis tema d i 

equazioni che consenta d i giungere a det erminare  i  valori  d ei  due parametr i  incognit i .  

In questo  caso per c iò i  gruppi di  misure  st r et tamente  nece ssari  p er  procedere a l  ca lcolo sono due 

(x1;y1 e x2;y2) ,  data la  l ineari tà  del l ’ equazione  di  cu i  a l l ’ e sempio – peral tro nota  a pr iori ,  

d iversamente dal caso general e t rat tato – e  quind i la dete rminazione de i  due parametri  di sc enderà 

dal la soluzione de l  s is tema impostato.  

 

IMPOSTAZIONE:  Va osservato che i l  ca lcolo prende origine appunto da quantità  

misurate, c ioè desunte dalla real tà con l ’ausi l io di determinati  strumenti e comunque 

affette da un errore connesso a l l ’esecuzione di tale operazione: occorre perc iò 

prendere in considerazione MISURE MULTIPLE, con estrazione a caso su una 

popolazione di misure possibil i .  Ciò consente di :  ridurre l ’ influenza degl i  errori sul  



risultato finale ;  valutare l ’accuratezza dell ’operazione svolta;  individuare gl i  errori  

grossolani.  

Quindi i l  generico valore Pi  fra le  quanti tà misurabil i  di  cui  al  problema in esame sarà 

tale per cui:  i  = 1,n;  con n > m. Infatti ,  la precisione del risultato e l ’accuratezza 

della procedura sono strettamente correlate: è fondamentale l ’effettiva capacità  di  

tenere sotto controllo i l  procedimento, in a ltre  parole è indispensabi le anzitutto 

avvalersi  di  un CRITERIO RIGOROSO. 

Bisogna infatti  tenere conto globalmente di  tutti  gl i  “n” gruppi di misure,  i l  che 

differisce sostanzialmente dalla soluzione “empirica” data dal ripetere più volte i l  

calcolo avvalendosi di altrettante ripetizioni dei  gruppi di misure strettamente 

necessario:  tale  soluzione – che è più prat ica solo a l l ’apparenza – porta  infatti  con sé 

un’aleatorietà  del cri terio impiegato e perc iò una sostanziale imprevedibil ità dei 

risultati  ottenuti ,  perciò da ri tenersi non affidabi l i .  

 

PROCEDIMENTO:   Esso comporta di eseguire , in prima approssimazione, la  

risoluzione del sistema considerando solo i l  primo gruppo di “m” equazioni,  

tralasciando le equazioni derivanti da lle misure sovrabbondanti (n – m): 

f1 (…) = 0 

f2 (…) = 0 

(………) 

fm (…) = 0 

In tal modo però, le  r imanenti equazioni  non vengono soddisfatte dai  r isultati  

ottenuti ,  sia  perché la  relaz ione è teorica, diversamente dalla  “nuvola” di 

indeterminazione che caratterizza la  rea ltà,  sia  a causa della presenza di  errori ;  ossia 

non esiste un m-pla di valori  capace di soddisfare simultaneamente tutte le “n” 

equazioni,  mentre esiste  una “M-PLA” EMPIRICA in grado di  approssimare la  

relazione teorica lasciando uno scarto,  che sarà indicato con “v”.  

In termini matematici ,  disponendo di un sistema in cui  le equazioni sono in numero 

superiore al le  incognite, i l  sistema è detto “impossibile” (ogni  gruppo di misure Pi 

con i  = 1,n dà luogo a una equazione e,  data l ’esigenza pratica di eseguire misure 

sovrabbondanti ,  saranno sovrabbondanti  le equazioni rispetto a l le incognite, già 

consistenti negli  Xm parametri ricercati ) :  le equazioni sono in numero 

sovrabbondante a meno che quelle in soprannumero non siano combinazione delle 



altre… Cosa che non può valere nel  caso in esame, dato appunto che ogni equazione 

deriva da un gruppo di misure , le qual i ,  per loro natura, possono solo approssimare 

la perfezione di una relazione teorica:  sorgono così g l i  scarti  appena ci tati .  

f (X1,m; P1,n) = v 

A questo punto, ossia  prendendo in considerazione gl i  scarti ,  i l  sistema diviene però 

“indeterminato”,  vale  a dire che i l  numero delle incognite  supera quello delle 

equazioni disponibi l i .  La si tuazione in cui ci s i  trova ora è  infatt i  la seguente:  dato 

che ogni equazione ha i l  proprio scarto (vi ,  dove i  = 1,n) i l  tota le delle incognite 

sarà : (m + n) , cioè la m-pla orig inaria ricercata più tutti  g l i  scart i ,  mentre le  

equazioni restano le  “n” re lazioni ottenute a partire dalle misure effettuate. 

 

SOLUZIONE:  Affinché i l  problema sia  reso “determinato” e dunque r igorosamente 

risolvibi le,  occorre aggiungere una CONDIZIONE: che la soluzione finale  sia tale da 

minimizzare la  sommatoria degli  scarti  al  quadrato: 

Sommatoria (i  = 1,n) vi quadrato = minimo 

E’ importante notare che questa è solo una delle condizioni possibil i ,  che ha i l  pregio 

di garantire  scarti  piccoli  e omogenei ,  ossia dello stesso ordine di grandezza: ecco la 

ragione della potenza quadrata ; al  contrario la sommatoria dei valori  assoluti ,  per 

esempio,  metterebbe in luce gl i  eventual i  errori grossolani.  

 

DIMOSTRAZIONE:  Ovvero come si arriva al la soluzione del problema!!  

Dato che per impiegare i l  principio dei minimi quadrati  serve disporre di una 

equazione l ineare , caratteristica  che normalmente l ’equazione generatrice non ha 

(contiene infatti  funzioni  trigonometriche sin e cos),  v iene uti l izzata una procedura 

di l inearizzazione ottenuta appl icando lo sviluppo in serie di Taylor;  ta le sviluppo 

viene poi troncato a  un certo punto, tra lasciando i termini successivi .  

Occorre perciò partire dalla m-pla approssimata, già calcolata  in base a  un gruppo 

“m” di equazioni prese fra le “n” disponibi l i ,  ossia  da un numero di  equazioni  

strettamente necessario (sistema determinato) :  si  avrà una m-pla X0i (i  = 1,m) nota, 

capace di approssimare la  m-pla ricercata  X*m a meno di  una correzione da apportare 

a ciascun termine. Tali  correzioni xm costi tuiscono le  nuove incognite: 

X*i = X0i + xi (i  = 1,m) 



E quindi i l  problema generale  potrà essere riscrit to in questi  termini:  

f (X*1,m; P1,n) = v 

Ricordando però che,  a r igore, la  P indica non singole misure bensì  gruppi di esse: 

fi (X*1,m; P[1,s]i) = vi 

Applicando adesso lo sviluppo in serie,  ci  si  trova nella  s ituazione seguente: i l  primo 

termine corrisponderà al la m-pla approssimata X0m nota; tutti  i  termini relativi  al la 

derivata prima – calcolata per tal i  valori approssimati – corrisponderanno ai  

coefficienti delle  nuove incognite, ossia  le xm correzioni ricercate; i  restanti termini  

dalla derivata seconda in poi  verranno conglobati in un resto: 

fi (X0[1,m]; Pi) + [(d’fi/d’X01) x1 + (…) + (d’fi/d’X0m) xm] + R = vi 

Ciò vale  a dire che, supposta una funzione qualsiasi ,  incognita,  di cui  sia noto i l  

valore in un determinato punto,  i l  suo valore a distanza di  un dato interval lo può 

essere ottenuto – passando dalla funzione al pol inomio ovvero sviluppando in serie – 

come somma dei seguenti termini:  i l  va lore di partenza;  più i l  va lore della  derivata 

prima della funzione in quel punto,  ossia la tangente dell ’angolo che ne dà 

l ’ incl inazione moltipl icata per l ’ intervallo considerato; più un ulter iore termine 

(resto) ,  che nel nostro caso viene supposto trascurabile ,  avvalendosi in via 

provvisoria dell ’ ipotesi arbitrar ia che i l  suo ordine di grandezza sia  inferiore a quel lo 

degli  errori .  Il  valore di “f” dopo un intervallo “a” sarà: 

X inc. = X0 + a (d’f  = tg.alfa) + (resto = termini d”…) 

In tal modo si  giunge a “l inearizzare” l ’equazione generatrice, ottenendo la  

EQUAZIONE GENERATA. La sua espressione, per la i -esima funzione considerata 

(i  = 1,n) e supponendo trascurabile  i l  resto, è la seguente : 

li  (T.N.) + [ai x1 + bi x2 + (…) + mi xm] = vi ± R 

Il termine “l i” è un termine noto, essendo la soluzione corrispondente a l la m-pla 

approssimata calcolata in partenza,  mentre tutti  i  coefficienti  [ai ,  bi ,  (…),  mi] della 

m-pla xm ( j  = 1,m) sono noti in quanto a  loro volta ca lcolati  in base a l la funzione 

approssimata : come incognite rimangono le “x” e lo scarto “vi”.  

A partire da questa re lazione sarà infine possibi le risolvere i l  sistema: una volta  

ricavate le “x” esse verranno sommate al le  “X0” note per ottenere le  “X*” finali .  

Separatamente, tornando a sosti tuire le “x” nel sistema,  sarà possibi le anche giungere 

a determinare anche gli  scarti  “vi” (i  = 1,n).  



 

APPLICAZIONE:  Prescindendo dal la dimostrazione, disponendo di una equazione 

l ineare , la  generata,  è  applicabile  la predetta condizione per rendere determinato i l  

sistema, i l  quale non lo era a causa della presenza degli  scarti  (dovuti al  nostro 

intento di  avvalerci di misure sovrabbondanti durante i l  processo di  determinazione 

dei parametri incogniti  caratter izzanti la  re lazione ricercata…). 

La condizione prescelta vuole che la soluzione sia quella  tale  da minimizzare la  

sommatoria degli  scarti  al  quadrato.  Per inciso è uti le  r icordare che una funzione è 

minima quando i l  suo differenzia le ( incremento infinitesimo) è nullo,  dunque: 

d’f(x) dx = 0 

Essendo dx arbitrario però comunque diverso da zero,  ne consegue che aff inché sia 

nullo i l  prodotto deve essere nulla la derivata; tornando al la condizione imposta, essa 

può essere scrit ta come somma di tutti  i  “vi” ( i  = 1,n),  ciascuno elevato al  quadrato:  

vi1 quadrato + vi2 quadrato + (…) + vin quadrato = minimo 

Da cui,  derivando, cioè imponendo differenziale totale nullo: 

2 v1 dv1 + (…) + 2 vn dvn = 0 

Eliminando in tutta l ’espressione la costante 2 e tenendo conto che vi sono a questo 

punto più variabil i  (?) ,  i l  nuovo problema conseguente la  condizione diviene: 

Sommatoria (i  = 1,n) vi dvi = 0 

Tuttavia si  osserva che lo scarto “vi” è combinazione l ineare (funzione) di tutte  le 

variabil i  fra loro indipendenti scri tte nell ’equazione generata, ovvero dei coeffic ient i 

[ai ,  bi ,  (…), mi]  corrispondenti  al le derivate – rispetto a ciascuna incognita  – della  

funzione originaria,  calcolate  per i  valori  approssimati (m-pla  X0m). 

Inoltre, ca lcolando l ’espressione del  differenziale “dvi” e osservando che i l  termine 

noto nel la derivazione naturalmente scompare, si  ha che: 

dvi = ai dx1 + bi dx2 + (…) + mi dxm 

Questa espressione del “dvi” viene sostitui ta nel la scrit tura aggiornata della 

condizione di  nul l ità  di cui  sopra che, pur presentando l ’operatore sommatoria (i  = 

1,n),  è un’unica equazione (cioè non è ri fer ita al  solo scarto i-esimo, bensì a  tutti  gl i  

scarti  indicati  col  generico termine “vi” del la successione).  

Infatti ,  svi luppando i  prodott i  della S .vi per ogni termine costituente i l  “dvi” si  ha: 



S.vi ai  dx1 + S.vi bi dx2 (…) + S.vi mi dxm = 0 

In questa  espressione si  osserva però che i  termini “dx” corrispondenti agl i  

incrementi inf ini tesimi delle variabil i  sono diversi  da zero per definizione: ne 

consegue che, condizione per soddisfare la null i tà dell ’ intera relazione è imporre la 

null i tà dei coefficient i [S.vi ai ,  S.vi bi ,  (…), S.vi  mi].  Si potrà finalmente scrivere per 

ciascuno di essi la condizioni  di nul l ità :  

Sommatoria (i  = 1,n) vi ai = 0 

Sommatoria (i  = 1,n) vi bi = 0 

(………) 

Sommatoria (i  = 1,n) vi mi = 0 

Procedendo infine a l la sostituzione, in c iascuna relazione, dell ’espressione di  “vi” 

così  come era stata scrit ta nell ’equazione generata , notando che questa volta i l  

termine noto va mantenuto, la  condizione diventa: 

Sommatoria [ai x1 + bi x2 + (…) + mi xm + li] ai = 0 

Sommatoria [ai x1 + bi x2 + (…) + mi xm + li] bi = 0 

(………) 

Sommatoria [ai x1 + bi x2 + (…) + mi xm + li] mi = 0 

Va ricordato che la lettere rimanda al l ’ incognita rispetto al la quale viene effettuata la 

derivazione (a  rispetto a x1, b r ispetto a  x2, (…),  m a r ispetto a  xm) mentre la  i  

richiama i l  gruppo di misure coinvolto. 

Sviluppando i prodotti  scriveremo il  seguente sistema, detto sistema normale, 

formato – come orig inariamente desiderato – da m equazioni in m incognite,  quindi 

determinato, però contenente in modo rigoroso l ’effetto di tutt i  gl i  n gruppi di  

misure effettuati ,  vale a dire coinvolgendo contemporaneamente quel  numero 

sovrabbondante di misure eseguito a garanzia di  precisione del l ’ intera operazione: 

infatti  l ’operatore sommatoria rimane per ricordare, come già in precedenza 

rimarcato, che le  “i” della notazione non rimandano a l singolo termine i -esimo 

(altrimenti quelle del sistema normale non sarebbero singole equazioni) bensì a tutti  

gl i  i  termini,  indicati  appunto in modo generico. 

Il  SISTEMA NORMALE presenterà la forma seguente: 

S. ai ai x1 + S. ai bi x2 + S. ai ci x3 + (…) + S. ai mi xm + S. ai l i = 0 

S. bi ai x1 + S. bi bi x2 + S. bi ci x3 + (…) + S. bi mi xm + S. bi li  = 0 



(………………………………………………) 

S. mi ai x1 + S. mi bi x2 + S. mi ci  x3 + (…) + S. mi mi xm + S. ci li  = 0 

Nell ’uso prat ico,  una volta  impostato i l  problema,  scri tta  l ’equazione generatr ice e 

real izzata la  prima soluzione approssimata di avvio del procedimento,  si  passa subito 

al la scri ttura del  s istema normale e a l la sua soluzione,  con calcolo delle  incognite e  

successiva sosti tuzione dei  loro valori  nell ’equazione generata per la  determinazione 

degli  scarti  a meno dei qual i  i l  procedimento è stato condotto. 

 

RIEPILOGO: Siamo passati  da un sistema impossibile  – quel lo orig inariamente 

impostato e comprendente i  gruppi di misure sovrabbondanti  – a un sistema 

indeterminato – perché comprendente g l i  scarti  che si  sono originati  a seguito del  

calcolo di una prima m-pla approssimata di valori  per i  parametri ricercat i .  

L’applicazione del principio dei  minimi quadrat i  è la condizione che ci consente di  

rendere determinato i l  s istema: a questo punto viene scri tto i l  “sistema normale” la 

cui soluzione conduce al calcolo di una m-pla correttiva da sommare a  quella 

approssimata per ottenere la m-pla di  valori ricercata. Tali  valori  dei parametri 

incogniti  saranno quell i  caratter izzanti la  funzione che r icerchiamo. 

Tuttavia si  osserverà che i  va lori degli  scarti  “vi” risulteranno grandi,  in quanto l ’aver 

trascurato la  “R” in sede di  l inearizzazione era stato arbitrario. 

Infatti ,  la scrit tura del s istema normale era stata fondata sulla  l inearizzazione 

dell ’equazione generatrice trasformata in equazione generata: i  suoi coefficienti  [ai ,  

bi ,  (…), mi] corrispondevano però solo al primo termine di uno sviluppo in serie,  

mentre i  termini  successivi ,  ritenuti conglobati in un resto, erano stat i  assunti come 

trascurabi l i  perché ipotizzati  di ordine di grandezza inferiore a  quello degli  errori .  

Era noto che tale  ipotesi fosse arbitraria:  la si  era  accettata in via provvisoria  solo 

perché strumentalmente indispensabile  per procedere con le operazioni.  

 

ITERAZIONE:  Per depurare la soluzione così ottenuta da questo vizio in essa 

insito, occorre ripetere – iterare – l ’ intero calcolo. 

La m-pla X* (X*i  = X0i + xi) appena calcolata,  prende i l  posto – nell ’ i terazione – di  

nuova m-pla approssimata X0. Dunque si  passa subito a formulata l ’equazione 



generata operando le derivate rispetto al le  incognite e  a riscrivere i l  sistema normale:  

dalla sua soluzione nascerà una nuova m-pla correttiva x… 

Questa iterazione verrà ripetuta al tre  volte :  l ’ ipotesi  di  trascurabil i tà del  resto R 

rimane infatti  insista in ogni appl icazione del procedimento uti l izzato per scrivere i l  

sistema normale,  dato che i  suoi  coeffic ient i sono ottenuti tramite derivazione della 

funzione r ispetto a l le  incognite  – ca lcolata  per i  va lori approssimati assunti  – svolta 

l imitatamente al la derivata prima. Per inciso, va ricordato che ogni coefficiente [ai ,  

bi ,  (…), mi] corrisponde al la  derivata della  funzione rispetto a una variabi le e che la 

“i” associata  sta a  indicare che ogni derivata cambia in funzione del gruppo di misure 

che contiene ( i l  gruppo i-esimo, appunto).  

In a ltre parole, le i terazioni  servono perché l ’equazione trascendente è  stata 

l inearizzata  trascurando i l  resto:  se essa fosse stata già  l ineare le  iterazioni non 

sarebbero servite! !  

Le i terazioni verranno arrestate soltanto quando si osserverà che la sommatoria vi  

quadrato non diminuisce più,  vale a  dire quando sarà stata real izzata la condizione di 

minimo: l ’andamento di ta le valore (sommatoria vi quadrato) rispetto al  numero di 

iterazioni ha infatti  comportamento asintotico. 

Da un punto di vista operativo i l  control lo del numero di  iterazioni da svolgere viene 

assicurato automaticamente programmando una funzione “test” al calcolatore del 

t ipo: “Stop al le  iterazioni  quando la diminuzione del  valore ca lcolato r isulta minore 

del 5% oppure quando si è raggiunto un dato numero massimo di iterazioni” . 

Peral tro,  i l  problema potrebbe anche divergere… Inoltre  la ricerca della condizione 

di minimo potrebbe anche portare, matematicamente, a  individuare un massimo: è 

quindi fondamentale  l ’applicazione di  un control lo consapevole rispetto al lo 

svolgimento della procedura di  calcolo informatizzato. E anzitutto occorrerà porre 

part icolare attenzione al la scel ta dei  valori  approssimati .  

 

COMMENTO: Il cri terio presentato risulta aff idabile dal punto di v ista 

ingegnerist ico in quanto è rigoroso e consente i l  control lo della  precis ione dei  

risultati .  La misura di  ciò potrebbe essere affidata  a un parametro: 

m0 = Rad.q (sommatoria vi  quadrato) / (n-m) 



In esso i l  numeratore dà conto del la precis ione con cui sono state eseguite le  misure,  

mentre i l  denominatore dà conto del numero di equazioni esuberanti ;  un valore più 

piccolo di  m0 rimanderà quindi sia a  valori  minori ottenuti per g l i  scarti  vi sia a  un 

maggior numero di  equazioni esuberanti ,  ut i l i  a contenere l ’effetto dell ’errore insi to 

nelle quantità  misurabil i  empiricamente ri levate. 

Per inquadrare quanto esposto, è  uti le porsi i l  seguente quesi to:  qualora la misura 

fosse diretta,  quanti  sarebbero i  parametri da determinare? Uno! !  La misura stessa…! 

La misura vera in questo caso sarà un valore centrale,  teorico, fra quell i  possibil i :  

infatti ,  detto M il  valore vero incognito e supponendo di essere in condizione di  

assenza di errori ,  avremmo che: 

M - Qi = 0 

Nella pratica invece ognuna di queste re lazioni eguaglierà a  uno scarto… usando i l  

metodo delle osservazioni  indirette  – e  considerando che le misure ri levate non 

saranno gruppi bensì singoli  valori  – potremo scrivere l ’equazione generatrice. 

f (M; Q1,n) = 0 

A questo punto occorre applicare i l  principio dei  minimi quadrat i… osservando 

peral tro che l ’equazione è già  l ineare,  i l  s istema normale sarà solo: 

S. a a x1 + S. ai bi x2 + S. ai ci x3 + (…) + S. ai mi xm + S. ai l i = 0 

Cioè, data l ’unic ità dell ’ incognita (che è M) e dato che la derivata rispetto a essa è  

uguale a  uno, ripetendo n volte i l  prodotto a * a si  giungerà al risul tato seguente: 

(n * M) - sommatoria Qi = 0 

Bisogna osservare quindi che i l  principio dei minimi quadrati  è  g lobale:  le 

osservazioni indirette  così impostate e appl icate al  caso di misure dirette,  danno 

luogo al la media ar itmetica.  Ciò che importa è  che viene seguito un criterio! !  



 

SINTESI:  I passi logici del  procedimento operativo sono i  seguenti :  

1.  Impostazione de l  problema,  consi s tente  ne l la  r ice rca  d i  una funzione carat ter i zza ta  da  una ser ie  

d i  m parametr i  incognit i :  per  la  loro  determinaz ione sarà  poss ibi le  d i sporre  solo d i  g ruppi  d i  

misure  r i levate  e  a  ogni  g ruppo corr isponderà  la  scr i t tura  d i  una equazione .  

2 .  Scr i t tura  de l l ’equazione genera tr ice ,  contenente  gruppi  d i  misure  sovrabbondant i  (s i s tema 

imposs ib i le )  per  tu te la re  i  r i su l ta t i  da l l ’ inc idenza de l l ’e r rore  ins i to ne l  procedimento empir ico 

d i  r i levaz ione de l le  misure .  

3 .  Calcolo d i  una pr ima  m-pla  appross imata  d i  va lor i  pe r  i  pa rametr i  r icercat i ,  condot to  su l l a  base  

d i  un numero d i  gruppi  d i  misure  stre t tamente  necessar io :  le  equazion i  de l  s i s tema ,  non 

soddi sfa t te  in modo esat to,  producono a l tre t tant i  scar t i  incogni t i  ( s i s tema inde terminato) .  

4 .  Svi luppo in ser ie  –  vol to  a  rendere  l inear i  le  funz ioni  qua lora  g ià  non lo s i ano –  e  ot ten imento 

de l l ’equazione genera ta ,  in cu i  le  nuove incogni te  sono le  correz ion i  da  apportare  a l la  m-p la  

appross imata  e  i  r e la t iv i  coeff ic ient i  sono le  der ivate  pr ime d i  ogn i  funzione ,  ca lco la te  per  i  

va lor i  appross imat i ,  r i spe tto a  c ia scuna var iabi l e :  i  te rmini  u l ter ior i  de l lo sv i luppo sono r i tenu t i  

cong lobat i  in un res to provvi sor iamente  a ssunto come tr ascurabi le… così ,  ogn i  i -e s ima 

funz ione  eguag l ia  solo a l  propr io sca r to ,  senza re sto .  

5 .  Appl icazione de l  pr inc ip io de i  minimi  quadra t i  qua le  condizione per  r idurre  i l  numero d i  

incogni te :  min imizzare ,  o  mass imizzare… una sommator ia  d i  quadrat i  corr i sponde  infa tt i  ad  

annul lare  la  sommator ia  de i  re la t iv i  d i f fe renz ia l i :  s iamo in grado d i  avere  funzion i  che  

eguagl iano a  zero.  

6 .  Scr i t tura  de l  s i s tema normale  ( s i s tema  determina to)  e  sua  soluz ione ,  c ioè  ca lcolo de l la  m-pla  

corre tt iva ;  success iva  somma d i  c ia scun va lore  a  que l l i  de l la  m-pla  appross imata  e  qu indi  

ot tenimento de l l a  m-pla  incognita .  

7 .  Determinaz ione ,  not i  i  va lor i  de l la  m-p la  corre tt iva  cos t i tuent i  le  incogni te  de l la  funzione 

l inear izzata ,  degl i  n scar t i ,  che  saranno appunto in numero par i  a l le  equaz ioni ,  c ioè  pa r i  a l  

numero de i  gruppi  d i  misure  effe t tuat i .  

8 .  Scr i t tura  d i  un nuovo s i s tema  norma le  i  cu i  coef f i c ient i  saranno ca lco la t i  –  ancora  tr amite  

der ivaz ione d i  ogn i  funz ione r i spe tto a  c ia scuna  var iabi le  –  u t i l i zzando come nuova m-pla  

appross imata  la  m-p la  appena ottenuta :  so luzione de l  s i s tema e  otten imento de l la  nuova m-pla  

corre tt iva  nonché r ica lco lo deg l i  scar t i .  

9 .  Ulte r iore  i ter azione de l  procedimento e  cos ì  v ia… spingendos i  f ino a  che  s i  rea l i zza  l a  

sos tanzia le  costanza de l  va lore  d i  sommator ia  deg l i  scar t i  a l  quadra to :  la  corr ispondente  m-pla  

d i  va lor i  per  i  parametr i  r icerca t i  sarà  que l la  confermata .  

 



 

NOTA (*) 

L’algori tmo in ques t ione  vi ene  ut i l izzato,  p er  e sempio,  p er  georefe renz iare  i  model l i  s te reoscopic i  

dati  dal la ripresa fotogrammetri ca .  

Un ri l i evo real izzato col  metodo fotogrammetri co  richi ede  infa tt i  che  venga  e f f e t tua ta una ripresa 

fotograf i ca in modo tal e da disporre  del l ’ int era  copertura del la superf i c i e  r eale trami te  coppie  di  

fotogrammi.  La real tà  in  esame sarà poi  r est i tui ta per  punti ,  s econdo procedure codi f i cat e .  

Tutt i  i  punti  desunti  da uno st esso  model l o sono però carat te rizzati  solo da una coerenza int erna ,  

che divent erà val ida r ispet to a  un s is tema di  r i f e r imento general e quando avrà  subi to  l ’ opportuna 

roto traslazione ,  ossia un ’operazione  di  “messa in  scala” r ispe t to al  s i s t ema medesimo. 

Tale  r i sul tato viene consegui to  fac endo s ì  che ogn i model l o re st i tui to contenga al cuni punti  la  cu i  

posiz ione real e s ia ce rta,  punti  c i oè  che  s iano anche r i l evat i  s epara tamente ,  con procedimento 

topograf i co o,  p er es empio,  trami te GPS. 

Disponendo d i quest i  punti  r i l evat i  e data la l oro contemporanea presenza nel  mode l l o,  da tale  

corr ispondenza si  può r i cavare una “ legge” val ida  per  e ss ere e st esa  a tu tt i  i  punti  del  model l o.  

La legge in  quest ione  è  i l  r i sul ta to  del l ’appl i cazione  del l ’a lgori tmo des cri t to:  è  dunque evidente  

l ’ importanza d i persegui re la massima prec is i one  (ogni  pic colo e rrore  ha pot enzialmente  vast e 

r ipercuss ion i) e anche,  soprattu tto,  di  e f f e t tuare l ’ intera procedura seguendo un cri t er io ce rto,  la 

cui  appl i cazione  possa  e s sere tenuta costantemente sot to  control l o.  
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ALGORITMO OSSERVAZIONI INDIRETTE:  COMMENTI 

Obiettivo: è individuare dei parametri incogniti  X  legati  a quantità misurabil i  – che 

possiamo ri levare dalla realtà fisica – tramite una relazione f  anch’essa incognita:  i  

parametri X  sono costanti ,  le quantità P  variano congruentemente al la logica della 

relazione ricercata,  ossia la  soddisfano. 

Nell ’esempio della retta i  parametri incogniti  sono pendenza e ordinata al l ’origine, le 

quantità misurabil i  sono le coordinate di  punti appartenenti al la retta stessa: servono 

quindi due gruppi di misure , cioè due coppie di  coordinate. 

Con ogni gruppo di misure eseguito si  può impostare un’equazione, eseguendo quindi un 

numero di gruppi di misure pari a quello dei parametri e mettendo le equazioni a sistema i  

parametri sarebbero immediatamente determinabil i .  

Bisogna però osservare che quanto detto varrebbe intendendo i “punti” come qualcosa di  

esatto (punto euclideo) mentre la r i levazione dalla realtà comporta un errore,  una 

indeterminazione, che si  r ipercuote sull ’ intero calcolo: occorre perciò eseguire un numero 

sovrabbondante di gruppi di misure per mediare l ’ influenza dell ’errore e per tenerlo sotto 

control lo durante i l  processo di calcolo. 

Ne deriva un numero di equazioni sovrabbondante rispetto al le incognite: sistema 

impossibile.  I l  sistema però diviene indeterminato al lorché si  osserva che, a  causa della  

medesima indeterminazione,  ogni equazione non eguaglia  più a zero bensì a uno scarto 

incognito (vi)che si  suppone di ordine di grandezza pari agl i  errori  di  misura. 

Per rendere determinato i l  sistema occorrerà applicare una condizione: a l lo scopo verrà 

adottato i l  principio dei minimi quadrati ,  che conduce ad ottenere scarti  piccoli  e 

omogenei fra  loro. 

Per appl icare questa condizione occorre però disporre di  equazioni l ineari ,  caratter istica  

che genera lmente le equazioni generatrici  (quelle scri tte a partire dai gruppi di misure 

ri levati ) non hanno, contengono infatti  funzioni  trigonometriche… 

Esse vanno quindi l inearizzate appl icando lo sviluppo in serie di  Taylor: si  ottengono così  

le equazioni generate.  Taylor ci dice che, a part ire da un valore noto di una funzione in un 

determinato punto,  i l  suo valore dopo un intervallo dx  è dato da: i l  valore noto iniziale + 

i l  valore del la derivata prima calcolata per quel punto per dx  + altr i  termini contenenti le  

derivate ulteriori moltipl icate  per le  potenze di  dx… Così,  supponendo di ricercare i l  

valore del l ’ intervallo fra  un valore noto e i l  punto dove la  funzione si  annulla (ovvero nel  
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nostro caso dove assume i l  valore dello scarto vi ) ,  l ’ incognita diventa dx .  

Poiché a questo punto ci occorrono dei valori noti ,  approssimati ,  delle incognite, l i  

otteniamo risolvendo un numero strettamente necessario di equazioni sce lte a caso fra  

quelle disponibil i .  Procediamo perciò a  una ridefinizione delle incognite:  le nuove 

incognite saranno le correzioni (x ) – equivalenti al  suddetto intervallo – da apportare ai 

valori approssimati (X°) per ottenere i  valori  finali  (X* ) ricercati .  

Va osservato che in tale ridefinizione delle  incognite lo sviluppo in serie verrà l imitato al  

termine corrispondente a l la derivata  prima, conglobando in un resto R  – che viene 

provvisoriamente trascurato – tutti  i  termini rimanenti .  Per tale  motivo occorrerà i terare i l  

procedimento, mentre invece, in caso di equazioni già l ineari in partenza, la m-pla  

correttiva ca lcolata sarà già  una soluzione r igorosamente esatta.  

Definiamo ora le nuove quantità  comunque occorrenti .  Per ogni  funzione i-esima, 

occorrerà calcolare i l  coefficiente di c iascun parametro incognito che sarà: la derivata  

della funzione – calcolata per i  valori  approssimati già determinati – rispetto al l ’ incognita  

corrispondente. Esempio: ai=∂fi(X°)/∂X°1 .  Le funzioni orig inarie compaiono ora 

soltanto sotto forma di coeff icienti numerici .  Avremo poi un termine noto ( l i) pari a l  

valore del la funzione calcolata  per i  valori approssimati .  

Tornando al principio dei minimi quadrat i ,  la nostra condizione imposta sarà :  

∑(vi²)=min .  Ricordiamo che una funzione ha un punto di minimo – o di massimo – 

quando i l  suo differenziale totale è  nullo.  Esempio: f(z)=min  �  f ’(z)·dz=0 .  Nel nostro 

caso quindi  s i  avrà ∑(vi·dvi)=0 .  

A questo punto la condizione è effettivamente appl icabile – come segue – e darà luogo a 

un sistema determinato poiché lo scarto vi  può essere visto a sua volta come una funzione 

di tutte le incognite: vi=(ai·x1+bi·x2+…+mi·xm+li)  e quindi un suo incremento 

infini tesimo sarà:  dvi=(ai·dx1+bi·dx2+…+mi·dxm) .  

∑(vi ·dv i)=0  ����  ∑[v i · (a i · dx1+bi · dx2+…+mi· dxm) ]=0  ����  ∑v i ·a i · dx1+∑vi · bi · dx2+…+∑vi ·mi ·dx m 

Questa è  un’unica equazione dove per c iascun termine si ha i=(1,n) ,  da cui  i l  s ignificato 

della r ipet izione dell ’operatore sommatoria.  Inoltre, aff inché differenziale totale sia nullo, 

occorre che siano null i  tutti  i  termini sommati e  siccome nell ’ambito di  ogni termine 

l ’ incremento infinitesimo (dx) è NON nul lo per definizione, dovranno essere null i  tutti  i  

coefficienti :  nasce così un sistema di m  equazioni in m  incognite. 

In tale sistema ciascuna equazione contiene, attraverso l ’operatore ∑  applicato a  ogni 

termine, tutte le quanti tà frutto degli  n  gruppi di misure effettuate (con n>m) ,  richiamati  
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nella scrit tura attraverso i l  generico termine i-esimo. 

∑vi ·a i=0  ∑(ai ·x1+bi ·x2+…+mi·xm+l i) ·a i=0  ����  ∑ai · a i ·x1+∑ai ·b i ·x2+…+∑ai ·mi ·xm=0 

∑vi · bi=0  ����  ∑(ai ·x1+bi ·x2+…+mi·xm+l i) · bi=0  ����  ∑bi ·a i ·x1+∑bi ·b i ·x2+…+∑bi·mi ·xm=0 

……… 

∑vi ·mi=0  ����  ∑(ai ·x1+bi ·x2+…+mi·xm+l i) · mi=0  ����  ∑mi·a i ·x1+∑mi· bi ·x2+…+∑mi·mi·x m=0 

La soluzione di questo sistema, detto sistema normale, consente i l  calcolo della m-pla di 

incognite x  corrispondenti al le correzioni che, sommate ai valori approssimati X°  

precedentemente calcolati  danno i valori X’ ,  ancora distanti  dagl i  X*  ricercat i .  

A questo punto infatti  occorre procedere a una i terazione dei  calcoli ,  dato che in sede di  

l inearizzazione delle  equazioni generatr ici  avevamo trascurato i l  resto sulla base di 

un’ipotesi  che risulta  non verif icata:  le correzioni appena determinate non risulteranno 

dello stesso ordine di grandezza degli  errori di misura…! I risultat i  ottenuti quindi  non 

sono ancora accettabi l i .  

Con i  valori  dei parametri a questo punto disponibi l i ,  c ioè la  m-pla X’ ,  si  calcolano i  valori  

degli  scarti  vi  dal l ’espressione del le equazioni  generatrici  originarie:  noti tal i  scarti  si  

calcola i l  valore della  sommatoria dei loro quadrati .  

Poi si  r iut i l izzano gli  stessi va lori X’  dei parametri ottenuti  come nuova m-pla 

approssimata , rica lcolando con essi i  coefficienti del sistema normale e ridefinendo una 

nuova m-pla correttiva x” :  la soluzione di questa seconda versione del sistema normale 

porterà quindi a una nuova m-pla di valori  finali  X”  de i parametri incognit i  ricercati .  

Come prima si calcolano i valori degli  scarti  e quel lo della sommatoria dei loro quadrati :  s i  

confronta la sommatoria  con i l  valore precedente e si  quantifica i l  calo avvenuto.  Altresì ,  

si  rei tera l ’operazione uti l izzando l ’u ltima m-pla disponibile come m-pla approssimata… e 

così  via,  sino a che si  manifesta  una sostanziale costanza. 

Come anticipato al l ’ inizio, è possibile anche quantificare l ’errore quadrat ico medio 

(e.q.m. ) connesso al la m-pla di va lori dei  parametri finalmente ri tenuta accettabile :  esso 

sarà pari al  valore finale della sommatoria degli  scarti  al  quadrato diviso i l  numero di  

gruppi di misure sovrabbondanti .  Da cui l ’ interesse a minimizzare l ’enti tà degl i  scarti  e a  

massimizzare, nei l imiti  della fattibi l i tà ,  i l  numero di gruppi di  misure r i levati .  

Analogamente si  può calcolare i l  valore dell ’errore quadratico medio connesso al la  

determinazione di ogni singolo parametro incognito: ciò avviene attraverso la scrit tura  

della matrice inversa dei coeff icienti del sistema normale. 




